ANALIZA FUNKCJONALNA I TOPOLOGIA

Lista 6 - Twierdzenia o wykresie domknigetym i odwzorowaniu odwrotnym

1. Uzasadni¢, ze jezeli (X, || . ||1) oraz (Y, || . ||2) sa przestrzeniami Banacha, to ich
iloczyn Kartezjanski X x Y z normg produktowa

Iz, ) 1=l + 2

tez jest przestrzenia Banacha (fakt ten wykorzystuje sie w dowodzie twierdzenia
o wykresie domknietym).

2. Niech H bedzie rzeczywista przestrzenig Hilberta i niech 7" : H — H bedzie
symetrycznym przeksztatceniem liniowym, tzn. takim, ze

(2, T(y)) = (T'(x),y)

dla dowolnych z,y € H. Uzasadnié¢, ze T' jest domkniety. Nastepnie, korzystajac
z twierdzenia o wykresie domknietym, uzasadni¢, ze T jest ograniczony (jest to
tzw. twierdzenie Hellingera-Toeplitza).

3. Niech X = C(0,1) z norma | . ||« Pokaza¢, ze operator liniowy pochodnej
T(f) = f' okreglony na dziedzinie Dy = C*(0,1) nie jest ograniczony na Dy, ale
jest domkniety (ma domkniety wykres). Uzasadnié¢, ze to nie przeczy twierdzeniu
o wykresie domknietym.

4. Niech X = L?(—1,1) z norma || . ||o. Pokaza¢, ze operator liniowy pochodnej
T(f) = f' okreslony na dziedzinie Dy = C*'(0,1) nie jest domkniety, analizujac

ciag funkcji f,(z) = /2% + 1/n.

5. Niech T : cyg — ¢? bedzie dany wzorem
T(ﬂfl, T2,T3, .. ) = (331, 21’2, 3.733, .. )
Uzasadnié, ze T' nie jest domkniety, rozwazajac odpowiedni ciag ciagdéw z cqp.

6. Korzystajac z twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym, pokazaé, ze jezeli X jest
przestrzenia Banacha z kazda z norm || . ||; oraz || . ||z i istnieje liczba M > 0,
taka ze

[zl < M [l

to obie normy sa rownowazne.
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